
Magnetic sensor Soft/Hard Iron

Least Squares LR (Linear Regression)
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Sphere
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D1 F1D2 F2D3 F3

 E1E2E3
E1 F1E2 F2E3 F3

 F1F2F3
F12F22F32






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An efficient orientation filter for inertial and inertial/magnetic 

sensor arrays

Quaternion representation

ü A quaternion is a four-dimensional complex number

ü  An arbitrary orientation of frame B relative to frame A

B
Aq

 A rotation of angle  around an axis Ar defined in frame A

Ar   rx ry rz 

ü normalized four-dimensional vector

B
Aq   q1 q2 q3 q4    Cos 

2
 rxSin 

2
 rySin 

2
 rzSin 

2
 

ü the quaternion paramentrization obeys

q12  q22  q32  q42  1

ü hypercomplex numbers {i,j,k}

a  b i  c j  d k
i2  j2  k2  1
i j  j i  k
j k  k j  i
k i  i k  j

ü A quaternion conjugate

B
Aq


 A

Bq   q1 q2 q3 q4 

ü A quaternion product ƒ

C
Aq  C

Bq B
Aq

ü Hamilton rule

a b   a1 a2 a3 a4   b1 b2 b3 b4 

  a1 a2 a3 a4 .






b1 b2 b3 b4
b2 b1 b4 b3
b3 b4 b1 b2
b4 b3 b2 b1















a1b1  a2b2  a3b3  a4b4
a1b2  a2b1  a3b4  a4b3
a1b3  a2b4  a3b1  a4b2
a1b4  a2b3  a3b2  a4b1







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ü Euler axis

e 




ex
ey
ez






ü Angle



ü Vector's Elements

q1  Cos 
2


q2  exSin 
2


q3  eySin 
2


q4  ezSin 
2


ü A three dimensional vector

B  B
Aq A B

Aq


C  C
Bq B C

Bq


C  C
Bq B C

Bq

 C

Bq BAq A B
Aq

 C
Bq



 The orientation B
Aq  The rotation matrix

B  B
AR.A

C  C
BR.B

C  C
BR.B  C

BR.BAR.A

A
ER  V

ER.A
VR

B
ER  V

ER.B
VR

B
ER  V

ER.A
VR.B

AR  V
ER.B

VR  A
ER.B

AR

B
AR  RzRyRx






Cos Sin 0
Sin Cos 0
0 0 1




.




Cos 0 Sin
0 1 0
Sin 0 Cos




.




1 0 0
0 Cos Sin
0 Sin Cos











CosCos Cos Sin Sin  SinCos CosSinCos  SinSin
SinCos SinSin Sin  CosCos SinSinCos  Cos Sin
Sin Cos Sin Cos Cos






ü Axis/Angle Æ Rotation Matrix B
AR

R, r  Rz.Ry.Rz.Ry.Rz





Cos Sin 0
Sin Cos 0
0 0 1



.



Cos 0 Sin
0 1 0
Sin 0 Cos



.



Cos Sin 0
Sin Cos 0
0 0 1



.



Cos 0 Sin
0 1 0
Sin 0 Cos



.



Cos Sin 0
Sin Cos 0
0 0 1





B
AR 







rx21  Cos  Cos rxry1  Cos  rzSin rxrz1  Cos  rySin
rxry1  Cos  rzSin ry21  Cos  Cos ryrz1  Cos  rxSin
rxrz1  Cos  rySin ryrz1  Cos  rxSin rz21  Cos  Cos







Cos 
2
  1Cos

2
Sin 

2
  1Cos

2

B
AR 






2q12  1  2q22 2q2q3  q1q4 2q2q4  q1q3

2q2q3  q1q4 2q12  1  2q32 2q3q4  q1q2
2q2q4  q1q3 2q3q4  q1q2 2q12  1  2q42







B
Aq   q1 q2 q3 q4    Cos 

2
 rxSin 

2
 rySin 

2
 rzSin 

2
 

ü Euler Angle

 around xB,  around yB,  around zB

  ArcTanBAR33, B
AR32  ArcTan2q12  1  2q42, 2q3q4  q1q2

  ArcSinBAR31  ArcTan
1  B

AR312 , B
AR31  ArcSin2q2q4  q1q3

  ArcTanBAR11, B
AR21  ArcTan2q12  1  2q22, 2q2q3  q1q4

Roll  atan2R32, R33
Pitch  asinR31
Yaw  atan2R21, R11
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ü Jacobian matrix and determinant

f : n  m, m n matrix
x  n, fx  m

Ji,j 
fi

xj

f  Jf

J 
f

x

  f
x1

∫ f
xn

 






f1
x1

∫ f1
xn

ª ∏ ª
fm
x1

∫ fm
xn











x1 f1 ∫ xn f1
ª ∏ ª

x1 fm ∫ xn fm






Filter derivation

Qrientation from angular rate

ü A tri-axis gyroscope

ü The angular rate

S   0 x y z 

ü The quaternion derivative

E
Sq 

1

2
E
Sq S

ü The quaternion derivative measured at time t

E
Sq,t 

1

2
E
Sqest,t1 

St

 q 1 q 2 q 3 q 4   1

2
 q1 q2 q3 q4  0 x y z 

ü The orientation of the earth frame at time t

E
Sq,t  E

Sqest,t1  E
Sq,tt

The samling period Dt

 q1 q2 q3 q4    q1 q2 q3 q4    q 1 q 2 q 3 q 4   
E
Sq

1 E

Sq

2 E

Sq

3 E

Sq

4
t

Orientation from vector observations

ü A tri-axis accelerometer (Linear accelerations due to motion)

the field of gravity

ü A tri-axis magnetometer (Local magnetic flux and distortions)

the earth's magnetic field

ü A quaternion

E
Sq   q1 q2 q3 q4 

ü A predefined reference direction

Ed

  0 dx dy dz 

ü The measured direction

Ss   0 sx sy sz 
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ü The objective function

fESq, Ed

, Ss  E

Sq

 Ed


 E
Sq  Ss

ü A quaternion may be found

min
E
Sq 4

fESq, Ed

, Ss

The gradient descent algorithm

ü Linear system

Ax  b  0
Fx   Ax  b 2

Fx  2AAx  b
x  x  Fx
Fx  JFx

ü An orientation estimation of E
Sq

`
n+1

E
Sqk1  E

Sqk  
fESq, Ed


, Ss


 fESq, Ed


, Ss 

, k  0, 1, …, n

A step-size m

ü The gradient of the solution surface (General form)

fESqk, Ed

, Ss  JESqk, Ed

fESqk, Ed

, Ss

ü A objective function

fESq, Ed

, Ss  E

Sq

 Ed


 E
Sq  Ss

E
Sq   q1 q2 q3 q4 
Ed

  0 dx dy dz 

Ss   0 sx sy sz 

E
Sq


 Ed


 E
Sq   q1 q2 q3 q4  0 dx dy dz  q1 q2 q3 q4 

  q1 q2 q3 q4 .






0 dx dy dz
dx 0 dz dy
dy dz 0 dx
dz dy dx 0






.







q1 q2 q3 q4
q2 q1 q4 q3
q3 q4 q1 q2
q4 q3 q2 q1















0

2 dy q2 q3  q1 q4  dz 2 q1 q3  2 q2 q4  dx q12  q22  q32  q42
2 dx q2 q3  q1 q4  2 dz q1 q2  q3 q4  dy q12  q22  q32  q42
2 dx q1 q3  q2 q4  dy 2 q1 q2  2 q3 q4  dz q12  q22  q32  q42
















0

2dx  1
2
 q32  q42  dy q2 q3  q1 q4  dz q2 q4  q1 q3

2 dx q2 q3  q1 q4  dy  1
2
 q22  q42  dz q3 q4  q1 q2

2 dx q2 q4  q1 q3  dy  q3 q4  q1 q2  dz 1
2
 q22  q32








fESqk, Ed

, Ss 







2dx 1
2
 q32  q42  2dyq2q3  q1q4  2dzq2q4  q1q3  sx

2dxq2q3  q1q4  2dy 1
2
 q22  q42  2dzq3q4  q1q2  sy

2dxq2q4  q1q3  2dyq3q4  q1q2  2dz 1
2
 q22  q32  sz







ü Jacobian

JESqk, Ed








2dyq4  2dzq3 2dyq3  2dzq4 4dxq3  2dyq2  2dzq1 4dxq4  2dyq1  2dzq2
2dxq4  2dzq2 2dxq3  4dyq2  2dzq1 2dxq2  2dzq4 2dxq1  4dyq4  2dzq3
2dxq3  2dyq2 2dxq4  2dyq1  4dzq2 2dxq1  2dyq4  4dzq3 2dxq2  2dyq3






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JESqk, Ed
 







f1
q1

f1
q2

f1
q3

f1
q4

f2
q1

f2
q2

f2
q3

f2
q4

f3
q1

f3
q2

f3
q3

f3
q4












q1 f1 q2 f1 q3 f1 q4 f1
q1 f2 q2 f2 q3 f2 q4 f2
q1 f3 q2 f3 q3 f3 q4 f3













2dyq4  2dzq3 2dyq3  2dzq4 4dxq3  2dyq2  2dzq1 4dxq4  2dyq1  2dzq2
2dxq4  2dzq2 2dxq3  4dyq2  2dzq1 2dxq2  2dzq4 2dxq1  4dyq4  2dzq3
2dxq3  2dyq2 2dxq4  2dyq1  4dzq2 2dxq1  2dyq4  4dzq3 2dxq2  2dyq3











f1
f2
f3




 







2dx 1
2
 q32  q42  2dyq2q3  q1q4  2dzq2q4  q1q3  sx

2dxq2q3  q1q4  2dy 1
2
 q22  q42  2dzq3q4  q1q2  sy

2dxq2q4  q1q3  2dyq3q4  q1q2  2dz 1
2
 q22  q32  sz






;






q1 f1 q2 f1 q3 f1 q4 f1
q1 f2 q2 f2 q3 f2 q4 f2
q1 f3 q2 f3 q3 f3 q4 f3





  MatrixForm






2 dz q3  2 dy q4 2 dy q3  2 dz q4 2 dz q1  2 dy q2  4 dx q3 2 dy q1  2 dz q2  4 dx q4
2 dz q2  2 dx q4 2 dz q1  4 dy q2  2 dx q3 2 dx q2  2 dz q4 2 dx q1  2 dz q3  4 dy q4
2 dy q2  2 dx q3 2 dy q1  4 dz q2  2 dx q4 2 dx q1  4 dz q3  2 dy q4 2 dx q2  2 dy q3





  MatrixForm







2 dz q3  2 dy q4 2 dz q2  2 dx q4 2 dy q2  2 dx q3
2 dy q3  2 dz q4 2 dz q1  4 dy q2  2 dx q3 2 dy q1  4 dz q2  2 dx q4
2 dz q1  2 dy q2  4 dx q3 2 dx q2  2 dz q4 2 dx q1  4 dz q3  2 dy q4
2 dy q1  2 dz q2  4 dx q4 2 dx q1  2 dz q3  4 dy q4 2 dx q2  2 dy q3







The direction of gravity (the vertical axis, z axis)

ü An appropriate convention (the equations simplify)

Eg   0 0 0 1 

ü Normalized accelermeter measurement

Sa   0 ax ay az 

ü A objective function

fgESq, Sa 






2q2q4  q1q3  ax
2q1q2  q3q4  ay
2 1

2
 q22  q32  az







ü Jacobian

JgESq 




2q3 2q4 2q1 2q2
2q2 2q1 2q4 2q3
0 4q2 4q3 0






The earth's magnetic field (one horizontal axis, the vertical axis)

ü An appropriate convention (the equations simplify)

Eb

  0 bx 0 bz 

ü Normalized accelermeter measurement

Sm   0 mx my mz 

ü A objective function

fbESq, Eb

, Sm 







2bx 1
2
 q32  q42  2bzq2q4  q1q3  mx

2bxq2q3  q1q4  2bzq1q2  q3q4  my
2bxq1q3  q2q4  2bz 1

2
 q22  q32  mz







ü Jacobian

JbESq, Eb
 






2bzq3 2bzq4 4bxq3  2bzq1 4bxq4  2bzq2
2bxq4  2bzq2 2bxq3  2bzq1 2bxq2  2bzq4 2bxq1  2bzq3

2bxq3 2bxq4  4bzq2 2bxq1  4bzq3 2bxq2





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The solution surface Æ minimum

ü The objective function

fg,bESq, Sa, Eb

, Sm  




fgESq, Sa
fbESq, Eb


, Sm











f1
f2
f3
f4
f5
f6















2q2q4  q1q3  ax
2q1q2  q3q4  ay
2 1

2
 q22  q32  az

2bx 1
2
 q32  q42  2bzq2q4  q1q3  mx

2bxq2q3  q1q4  2bzq1q2  q3q4  my
2bxq1q3  q2q4  2bz 1

2
 q22  q32  mz







ü Jacobian

Jg,bESq, Eb
  




JgESq
JbESq, Eb






J 







2q3 2q4 2q1 2q2
2q2 2q1 2q4 2q3
0 4q2 4q3 0

2bzq3 2bzq4 4bxq3  2bzq1 4bxq4  2bzq2
2bxq4  2bzq2 2bxq3  2bzq1 2bxq2  2bzq4 2bxq1  2bzq3

2bxq3 2bxq4  4bzq2 2bxq1  4bzq3 2bxq2







The estimate orientation E
Sq,t

E
Sq,t  E

Sqest,t  t
f

 f 

ü The convergence rate governed by mt  ≥ the physical rate

A previous estimate of orientationE
Sqest,t1

ü The objective function gradient

f   JgESqest,t1fgESqest,t1, Sat
Jg,bESqest,t1, Eb

fg,bESqest,t1, Sa, Eb

, Sm

The convergence rate ofE
Sq,t

The physical orientation rateE
Sq,t

ü An optimal value of the step-size

t    E
Sq,t  t,   1

Filter fusion algorithm

ü An estimated orientation

E
Sqest,t  tE

Sq,t  1  tESq,t, 0  t  1

ü b, mtÄÄÄÄÄÄÄ
Dt

The weighted divergence ofESq  The weighted convergence ofESq
 t

t

ü The magnitude of a quaternion derivative == The gyroscope measurement error

1  t  t t
t

t 


t
t

 
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ü The optimal fusion

 the convergence rate of E
Sq    the physical rate of change of orientation

E
Sq,t  t

f
 f 

t 
 t

t

ü Simplify

ü An estimated orientation

E
Sqest,t 

 t

t


t f

 f 


  1  0ESqest,t1  E

Sq,tt

E
Sqest,t  

f
 f  t  E

Sqest,t1  E
Sq,tt

E
Sqest,t  E

Sqest,t1  E
Sq,tt  

f
 f  t

E
Sqest,t  E

Sqest,t1 


ESq,t   f

 f 


 t

E
Sqest,t  E

Sqest,t1 


ESq,t   f

 f 


 t

E
Sqest,t  E

Sqest,t1  ESq,t  ESq,t t

E
Sqest,t  E

Sqest,t1  E
Sqest,tt

E
Sqest,t  E

Sqest,t1 


 1
2
E
Sqest,t1 

St  
f

 f 


 t

The estimated orientation rate E
Sqest

The rate of change of orientation measured by the gyroscopes E
Sq

The direction of the estimated error E
Sq



ü Simplified to equation

E
Sqest,t  E

Sqest,t1  E
Sqest,tt

ü The estimated rate of change of orientation

E
Sqest,t  E

Sq,t  E
Sq

,t

ü The quaternion derivative measured at time t

E
Sq,t 

1

2
E
Sqest,t1 

St

ü The direction of the error of E
Sqest,t

E
Sq

,t 

f
 f 

ü The objective function

fg,bESq, Sa, Eb

, Sm  




fgESq, Sa
fbESq, Eb


, Sm











f1
f2
f3
f4
f5
f6















2q2q4  q1q3  ax
2q1q2  q3q4  ay
2 1

2
 q22  q32  az

2bx 1
2
 q32  q42  2bzq2q4  q1q3  mx

2bxq2q3  q1q4  2bzq1q2  q3q4  my
2bxq1q3  q2q4  2bz 1

2
 q22  q32  mz







ü Jacobian

Jg,bESq, Eb
  




JgESq
JbESq, Eb





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





J11 J12 J13 J14
J21 J22 J23 J24
J31 J32 J33 J34
J41 J42 J43 J44
J51 J52 J53 J54
J61 J62 J63 J64















2q3 2q4 2q1 2q2
2q2 2q1 2q4 2q3
0 4q2 4q3 0

2bzq3 2bzq4 4bxq3  2bzq1 4bxq4  2bzq2
2bxq4  2bzq2 2bxq3  2bzq1 2bxq2  2bzq4 2bxq1  2bzq3

2bxq3 2bxq4  4bzq2 2bxq1  4bzq3 2bxq2







ü The gradient of the solution surface (General form)

f  Jf
fg,b  Jg,bESq, Eb

fg,bESq, Sa, Eb

, Sm







f1
f2
f3
f4














J11 J12 J13 J14
J21 J22 J23 J24
J31 J32 J33 J34
J41 J42 J43 J44
J51 J52 J53 J54
J61 J62 J63 J64







.







f1
f2
f3
f4
f5
f6















f1 J11  f2 J21  f3 J31  f4 J41  f5 J51  f6 J61
f1 J12  f2 J22  f3 J32  f4 J42  f5 J52  f6 J62
f1 J13  f2 J23  f3 J33  f4 J43  f5 J53  f6 J63
f1 J14  f2 J24  f3 J34  f4 J44  f5 J54  f6 J64













E
Sq

1

E
Sq

2

E
Sq

3

E
Sq

4














f1f
f2f
f3f
f4f







ü Temp







2q2q4  q1q3  ax
2q1q2  q3q4  ay
2 1

2
 q22  q32  az

2bx 1
2
 q32  q42  2bzq2q4  q1q3  mx

2bxq2q3  q1q4  2bzq1q2  q3q4  my
2bxq1q3  q2q4  2bz 1

2
 q22  q32  mz











2q3 2q4 2q1 2q2
2q2 2q1 2q4 2q3
0 4q2 4q3 0




.





f1
f2
f3




  MatrixForm







2 f2 q2  2 f1 q3
2 f2 q1  4 f3 q2  2 f1 q4
2 f1 q1  4 f3 q3  2 f2 q4
2 f1 q2  2 f2 q3












2bzq3 2bzq4 4bxq3  2bzq1 4bxq4  2bzq2
2bxq4  2bzq2 2bxq3  2bzq1 2bxq2  2bzq4 2bxq1  2bzq3

2bxq3 2bxq4  4bzq2 2bxq1  4bzq3 2bxq2




.





f4
f5
f6




  MatrixForm







2 bz f4 q3  2 bx f6 q3  f5 2 bz q2  2 bx q4
f5 2 bz q1  2 bx q3  2 bz f4 q4  f6 4 bz q2  2 bx q4
f4 2 bz q1  4 bx q3  f6 2 bx q1  4 bz q3  f5 2 bx q2  2 bz q4
2 bx f6 q2  f5 2 bx q1  2 bz q3  f4 2 bz q2  4 bx q4







Gyroscope bias drift compensation

ü With temperature and with motion

Karman  based approaches  estimate the gyroscope bias

Mahony et al  gyroscope bias drift the integral feedback of the error

The normalized direction of the estimated error in the rate of change of orientation E
Sq



ü The gyroscope bias Sb

Sb,t  
t

S,tt

The integral gain z

ü DC component of S

S,t  2E
Sqest,t1


 E
Sq

,t







S x
S y
S z





  2 q1 q2 q3 q4   E
Sq

1 E

Sq

2 E

Sq

3 E

Sq

4
  2







q1  E
Sq

2  q2  E

Sq

1  q3  E

Sq

4  q4  E

Sq

3

q1  E
Sq

3  q2  E

Sq

4  q3  E

Sq

1  q4  E

Sq

2

q1  E
Sq

4  q2  E

Sq

3  q3  E

Sq

2  q4  E

Sq

1







151008_Orientation.nb 10



ü Gyroscope measurements Sc

Sc,t  St  Sb,t





wb x
wb y
wb z




 





wb x
wb y
wb z




 





w x
w y
w z




 t





wx
wy
wz




 





wx
wy
wz




 





wb x
wb y
wb z






Filter gains

The estimated mean zero gyroscope measurement error of each axis 

ü The filter gain

 

1

2
q  0    

 
3

4


The estimated rate of gyroscope bias drift in each axis 

ü The filter gain

  3
4




Qrientation from angular rate

ü A tri-axis gyroscope

ü The angular rate

S   0 x y z 

ü The quaternion derivative

E
Sq 

1

2
E
Sq S

ü The quaternion derivative measured at time t

E
Sq,t 

1

2
E
Sqest,t1 

St

 q 1 q 2 q 3 q 4   1

2
 q1 q2 q3 q4  0 x y z 

ü The orientation of the earth frame at time t

E
Sq,t  E

Sqest,t1  E
Sq,tt

The samling period Dt

 q1 q2 q3 q4    q1 q2 q3 q4    q 1 q 2 q 3 q 4   
E
Sq

1 E

Sq

2 E

Sq

3 E

Sq

4
t

Magnetic distortion compensation

ü Declination errors

The horizontal plane : the earth's surface Heading

ü Inclination errors

The vertical plane : the earth's surface Sensor's attitude
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ü The measured direction of the earth's magnetic field in the earth frame at time t

Eh

t   0 hx hy hz   E

Sqest,t1 
Smt  E

Sqest,t1


 0 hx hy hz   E
Sqest,t1 

Smt  E
Sqest,t1



  q1 q2 q3 q4  0 mx my mz  q1 q2 q3 q4 

  q1 q2 q3 q4 .






0 mx my mz
mx 0 mz my
my mz 0 mx
mz my mx 0






.







q1 q2 q3 q4
q2 q1 q4 q3
q3 q4 q1 q2
q4 q3 q2 q1















0

mx q12  q22  q32  q42  2 my q2 q3  q1 q4  mz q1 q3  q2 q4
my q12  q22  q32  q42  2 mx q2 q3  q1 q4  mz q1 q2  q3 q4
mz q12  q22  q32  q42  2 mx q1 q3  q2 q4  my q1 q2  q3 q4
















0

2 mx  1
2
 q32  q42  my q2 q3  q1 q4  mz q1 q3  q2 q4

2 mx q2 q3  q1 q4  my  1
2
 q22  q42  mz q1 q2  q3 q4

2 mx q1 q3  q2 q4  my q1 q2  q3 q4  mz  1
2
 q22  q32








Eb

t   0 hx2  hy2 0 hz 

 0 bx by bz    0 hx2  hy2 0 hz 

Block diagram

ü IMU

the complete orientation filter for an IMU implementation

ü MARG

the complete orientation filter for an MARG implementation
including magnetic distortion Group 1 and gyroscope drift Group 2 compensation
Group 1 : Magnetic distortion
Group 2 : Gyroscope drift
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Orientation

ü Inner Product Space

x.y   x  y  Cos
Cos  x.y

 x  y 

ü Representation of orientation

u  u1e1  u2e2
  u3e3



a2  b2  c2  Cos2  Cos2  Cos2  1
v  vx, vy, vz.ex, ey, ez  vx ex  vy ey  vz ez
 v  vx2  vy2  vz2

a  Cos  v.ex
 v  

vx ex  vy ey  vz ez.ex
vx2  vy2  vz2


vx

vx2  vy2  vz2


vx
 v 

b  Cos  v.ey
 v  

vx ex  vy ey  vz ez.ey
vx2  vy2  vz2


vy

vx2  vy2  vz2


vy
 v 

c  Cos  v.ez
 v  

vx ex  vy ey  vz ez.ez
vx2  vy2  vz2


vz

vx2  vy2  vz2


vz
 v 
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u  v
 v  

vx
 v  ex  vy

 v  ey  vz
 v  ez

 Cos ex  Cos ey  Cos ez
 a ex  b ey  c ez
v   v  u   v  Cos ex   v  Cos ey   v  Cos ez  vx ex  vy ey  vz ez

ü Rotation Matrix: Direction Cosine Matrix

좌표계A가 zA축을기준으로 만큼회전한좌표계를 B라고할경우회전행렬 B
AR

B
AR 






xA.x


B xA.y


B xA.z


B

yA.x

B yA.y


B yA.z


B

zA.x

B zA.y


B zA.z


B





 





Cos Cos90Î   Cos90Î

Cos90Î   Cos Cos90Î
Cos90Î Cos90Î Cos0Î





 




Cos Sin 0
Sin Cos 0

0 0 1




  Rz

Rz 




Cos Sin 0
Sin Cos 0
0 0 1






Ry 




Cos 0 Sin
0 1 0
Sin 0 Cos






Rx 




1 0 0
0 Cos Sin
0 Sin Cos






ü 회전행렬의 성질 (A
BR  B

AR1  B
AR)

좌표계B에대한좌표계A의회전행렬 : A
BR

좌표계A에대한좌표계B의회전행렬 : B
AR

xA 






Axx
Axy
Axz





; y

A 







Ayx
Ayy
Ayz





; z

A 







Azx
Azy
Azz





;

xB 






Bxx
Bxy
Bxz





; y

B 







Byx
Byy
Byz





; z

B 







Bzx
Bzy
Bzz





;

B
AR 






xA.x


B xA.y


B xA.z


B

yA.x

B yA.y


B yA.z


B

zA.x

B zA.y


B zA.z


B





 




r11 r12 r13
r21 r22 r23
r31 r32 r33






B
AR 






xA.x


B xA.y


B xA.z


B

yA.x

B yA.y


B yA.z


B

zA.x

B zA.y


B zA.z


B





A
BR 






xB.x


A xB.y


A xB.z


A

yB.x

A yB.y


A yB.z


A

zB.x

A zB.y


A zB.z


A








AP  A

BR.BP
BP  B

AR.AP
 AP  B

AR.BP  A
BR.B

AR.AP A
BR.B

AR  I

A
BR  B

AR1  B
AR

 AP  B
AR.BP

B좌표계성분을 A좌표계성분으로변환
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AP  A
AR.AP 






xA.x


A xA.y


A xA.z


A

yA.x

A yA.y


A yA.z


A

zA.x

A zA.y


A zA.z


A





.






Apx
Apy
Apz





 





xA.ApxxA  Apyy


A 

Apzz

A

yA.ApxxA  Apyy

A 

Apzz

A

zA.ApxxA  Apyy

A 

Apzz

A





 





xA.AP

yA.
AP

zA.AP














Apx
Apy
Apz





 





xA.BP

yA.
BP

zA.BP





 





xA.BpxxB  Bpyy


B 

Bpzz

B

yA.BpxxB  Bpyy

B 

Bpzz

B

zA.BpxxB  Bpyy

B 

Bpzz

B





 





xA.x


B xA.y


B xA.z


B

yA.x

B yA.y


B yA.z


B

zA.x

B zA.y


B zA.z


B





.






Bpx
Bpy
Bpz





  B
AR.BP

좌표계 B에대해표현된점P의위치 BP가좌표계 A의좌표값 AP로회전전행렬 B
AR을통하여변환됨을의미

 B
AR : Transformation Matrix변환행렬라고정의, 좌표계A에대한좌표계B의회전행렬

Euler Angle Roll xB, Pitch yB, Yaw zB, ZYX  Rotation MatrixB
AR

ü Z-Y-X 오일러 각 (이동 좌표계)

좌표계 A의 Z축에대해 만큼회전후

이동좌표계즉회전후얻어진새로운좌표계B'의 Y축에대해 만큼회전한후,
다시새롭게얻어진좌표계이동좌표계B"의 X축에대해 만큼연속적으로회전을하여

특정방위를나타내는좌표계B를얻는방법
모든회전이이동좌표계에대한회전을이용한상대변환이므로해당변환행렬을

앞에서부터순차적으로곱한다.

ü Roll-Pitch-Yaw (고정 좌표계)

고정기준좌표계A의 X축에대해 만큼회전후

고정좌표계의 Y축에대해 만큼회전한후,
고정좌표계의 Z축에대해 만틈연속적으로회전을하여

특정방위를나타내는좌표계B를얻는방법
모든회전이고정기준좌표계에대한회전을이용한절대변환이므로해당변환행렬을

뒤에서부터앞으로역순으로곱한다.

B
AR  RzRyRx






Cos Sin 0
Sin Cos 0
0 0 1




.




Cos 0 Sin
0 1 0
Sin 0 Cos




.




1 0 0
0 Cos Sin
0 Sin Cos











CosCos Cos Sin Sin  SinCos CosSinCos  SinSin
SinCos SinSin Sin  CosCos SinSinCos  Cos Sin
Sin Cos Sin Cos Cos





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ü Rotation Matrix B
AR Æ Roll xB, Pitch yB, Yaw zB

B
AR 





r11 r12 r13
r21 r22 r23
r31 r32 r33






 the three RPY angles are    2,  2
  ArcTanr33, r32
  ArcTan

r322  r332 , r31  ArcSinr31
  ArcTanr11, r21
 or    2, 3  2
  ArcTanr33, r32
  ArcTan

r322  r332 , r31  ArcSinr31
  ArcTanr11, r21

Axis r/Angle J Æ Rotation Matrix B
AR

r 





rx

ry

rz






ü 1

R, r  Rz.Ry.Rz.Ry.Rz

ü 2

Sin  ry
rx2  ry2

; Cos  rx
rx2  ry2

;

Sin rx2  ry2 ; Cos  rz;

ü 3

  ArcTan ry
rx

;   ArcTan
rx2  ry2


rz
;





Cos Sin 0
Sin Cos 0
0 0 1




.




Cos 0 Sin
0 1 0
Sin 0 Cos




.




Cos Sin 0
Sin Cos 0
0 0 1




.




Cos 0 Sin
0 1 0
Sin 0 Cos




.




Cos Sin 0
Sin Cos 0
0 0 1




  Expand 

Factor  Factor  FullSimplify  MatrixForm

ü 4

rx
2  ry

2  rz
2  1;

1 
rx2  ry2


rz2
rz  1;
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ü 5

R, r 






rx21  Cos  Cos rxry1  Cos  rzSin rxrz1  Cos  rySin
rxry1  Cos  rzSin ry21  Cos  Cos ryrz1  Cos  rxSin
rxrz1  Cos  rySin ryrz1  Cos  rxSin rz21  Cos  Cos





 




r11 r12 r13
r21 r22 r23
r31 r32 r33






ü Rotation Matrix B
AR Æ Axis r/Angle J

R, r  R, r

  ArcCos r11  r22  r33  1
2



r 




rx
ry
rz




 

1

2Sin 





r32  r23
r13  r31
r21  r12






rx
2  ry

2  rz
2  1

ü Half-Angle Identities

Cos 
2
 1  Cos


2

Sin 
2
 1  Cos


2

Orientation B
Aq Æ Axis r/Angle J Æ Rotation Matrix B

AR

Cos 
2
  1Cos

2
; Sin 

2
  1Cos

2
;

B
Aq   q1 q2 q3 q4    Cos 

2
 rxSin 

2
 rySin 

2
 rzSin 

2
 

ü 1

q1  Cos 
2
 1  Cos


2

q2  rxSin 
2
  rx1  Cos


2

q3  rySin 
2
  ry1  Cos


2

q4  rzSin 
2
  rz1  Cos


2

ü 2

q1
2 

1  Cos


2

q2
2  rx

2
1  Cos


2

q3
2  ry

2
1  Cos


2

q4
2  rz

2
1  Cos


2

ü 3

Cos  2q12  1
rx
21  Cos  2q22
ry
21  Cos  2q32
rz
21  Cos  2q42

ü 4

Sin 
1  Cos2 

1  Cos1  Cos 

2q121  Cos 


2 q1


1  Cos
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ü 5

rx 

2 q2


1  Cos

ry 

2 q3


1  Cos

rz 

2 q4


1  Cos

Sin  
2 q1


1  Cos

ü 6

B
Aq   q1 q2 q3 q4    Cos 

2
 rxSin 

2
 rySin 

2
 rzSin 

2
 

R, r 






rx21  Cos  Cos rxry1  Cos  rzSin rxrz1  Cos  rySin
rxry1  Cos  rzSin ry21  Cos  Cos ryrz1  Cos  rxSin
rxrz1  Cos  rySin ryrz1  Cos  rxSin rz21  Cos  Cos





 




r11 r12 r13
r21 r22 r23
r31 r32 r33






ü 7







2q22  2q12  1

2 q2

1Cos 

2 q3

1Cos 1  Cos  
2 q4

1Cos 

2 q1


1  Cos 

2 q2
1Cos 


2 q4

1Cos

2 q2

1Cos 

2 q3

1Cos 1  Cos  
2 q4

1Cos 

2 q1


1  Cos 2q32  2q12  1


2 q3

1Cos 

2 q4

1Cos

2 q2

1Cos 

2 q4

1Cos 1  Cos  
2 q3

1Cos 

2 q1


1  Cos 

2 q3
1Cos 


2 q4

1Cos 1  Cos  
2 q2

1Cos 

2 q1


1  Cos






 FullSimplify  Together  MatrixForm

ü 8

B
AR 






2q12  1  2q22 2q2q3  q1q4 2q2q4  q1q3

2q2q3  q1q4 2q12  1  2q32 2q3q4  q1q2
2q2q4  q1q3 2q3q4  q1q2 2q12  1  2q42







ü 9

q1  Cos 
2
; q2  rxSin 

2
; q3  rySin 

2
; q4  rzSin 

2
;






2q12  1  2q22 2q2q3  q1q4 2q2q4  q1q3

2q2q3  q1q4 2q12  1  2q32 2q3q4  q1q2
2q2q4  q1q3 2q3q4  q1q2 2q12  1  2q42





  FullSimplify  MatrixForm









Cos  1  Cos rx2 1  Cos rx ry  Sin rz 1  Cos rx rz  Sin ry
1  Cos rx ry  Sin rz Cos  1  Cos ry2 1  Cos ry rz  Sin rx
1  Cos rx rz  Sin ry 1  Cos ry rz  Sin rx Cos  1  Cos rz2







ü Orientation B
Aq Æ Roll xB, Pitch yB, Yaw zB

 around xB,  around yB,  around zB

B
AR 





r11 r12 r13
r21 r22 r23
r31 r32 r33




 






2q12  1  2q22 2q2q3  q1q4 2q2q4  q1q3

2q2q3  q1q4 2q12  1  2q32 2q3q4  q1q2
2q2q4  q1q3 2q3q4  q1q2 2q12  1  2q42







  ArcTanBAR33, B
AR32  ArcTan2q12  1  2q42, 2q3q4  q1q2

  ArcTan
1  B

AR312 , B
AR31  ArcSinBAR31  ArcSin2q2q4  q1q3

  ArcTanBAR11, B
AR21  ArcTan2q12  1  2q22, 2 q2 q3  q1 q4

Rotation Matrix B
AR Æ Quaternion B

Aq

B
AR 





r11 r12 r13
r21 r22 r23
r31 r32 r33




 






2q12  1  2q22 2q2q3  q1q4 2q2q4  q1q3

2q2q3  q1q4 2q12  1  2q32 2q3q4  q1q2
2q2q4  q1q3 2q3q4  q1q2 2q12  1  2q42







ü 1

B
Aq   q1 q2 q3 q4 
q12  q22  q32  q42  1

151008_Orientation.nb 18



ü 2

r11  r22  r33  1
 2q12  1  2q22  2q12  1  2q32  2q12  1  2q42  1
 2 1  2 q12  q12  q22  q32  q42  2 1  2 q12  1
 4 q1

2

r11  r22  r33  1
 2q12  1  2q22  2q12  1  2q32  2q12  1  2q42  1
 2 1  q12  q22  q32  q42  2 1  2q22  q12  q22  q32  q42  2 1  2q22  1
 4q2

2

r11  r22  r33  1
 2q12  1  2q22  2q12  1  2q32  2q12  1  2q42  1
 2 1  q12  q22  q32  q42  2 1  2q32  q12  q22  q32  q42  2 1  2q32  1
 4q3

2

r11  r22  r33  1
 2q12  1  2q22  2q12  1  2q32  2q12  1  2q42  1
 2 1  q12  q22  q32  q42  2 1  2a42  q12  q22  q32  q42  2 1  2a42  1
 4q4

2

ü 3

q1 
1

2


r11  r22  r33  1

q2  
Signr32  r23


2


r11  r22  r33  1

q3  
Signr13  r31


2


r22  r33  r11  1

q4  
Signr21  r12


2


r33  r11  r22  1

 Euler Angle (Roll f x
`

B, Pitch q y
`

B, Yaw y z
`

B, ZYX) Æ Quaternion B
Aq

q1 
1

2


r11  r22  r33  1

q2  
Signr32  r23


2


r11  r22  r33  1

q3  
Signr13  r31


2


r22  r33  r11  1

q4  
Signr21  r12


2


r33  r11  r22  1

ü 1

q1 
1

2


r11  r22  r33  1


1

2

1  Cos Cos  Cos Cos  Cos Cos  Sin Sin Sin

q2  
Signr32  r23


2


r11  r22  r33  1

 
1

2
SignCos Sin  Cos Sin  Cos Sin Sin

1  Cos Cos  Cos Cos  Cos Cos  Sin Sin Sin

q3  
Signr13  r31


2


r22  r33  r11  1

 
1

2
SignSin  Cos Cos Sin  Sin Sin

1  Cos Cos  Cos Cos  Cos Cos  Sin Sin Sin

q4  
Signr21  r12


2


r33  r11  r22  1

 
1

2
SignCos Sin Sin  Cos Sin  Cos Sin

1  Cos Cos  Cos Cos  Cos Cos  Sin Sin Sin

ü 2

q1 
1

2

1  Cos Cos  Cos Cos  Cos Cos  Sin Sin Sin

q2  
1

2
SignCos Sin  Cos Sin  Cos Sin Sin

1  Cos Cos  Cos Cos  Cos Cos  Sin Sin Sin

q3  
1

2
SignSin  Cos Cos Sin  Sin Sin

1  Cos Cos  Cos Cos  Cos Cos  Sin Sin Sin

q4  
1

2
SignCos Sin Sin  Cos Sin  Cos Sin

1  Cos Cos  Cos Cos  Cos Cos  Sin Sin Sin
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Rotation

B  B
AR.A

B  B
Aq A B

Aq


C
AR  B

AR.C
BR

C  C
AR.A  B

AR.C
BR.A  C

BR.B;

C  C
Bq B C

Bq

 C

Bq B
Aq A B

Aq

 C
Bq


 C

Aq A C
Aq



ü Memory

B
Aq   q1 q2 q3 q4 

B
Aq


 A

Bq   q1 q2 q3 q4 

C
Aq  C

Bq B
Aq

a b   a1 a2 a3 a4   b1 b2 b3 b4 

  a1 a2 a3 a4 .






b1 b2 b3 b4
b2 b1 b4 b3
b3 b4 b1 b2
b4 b3 b2 b1















a1b1  a2b2  a3b3  a4b4
a1b2  a2b1  a3b4  a4b3
a1b3  a2b4  a3b1  a4b2
a1b4  a2b3  a3b2  a4b1






 

Calc

ü 1

C
AR  B

AR.C
BR





ABR11 ABR12 ABR13
ABR21 ABR22 ABR23
ABR31 ABR32 ABR33




.




BCR11 BCR12 BCR13
BCR21 BCR22 BCR23
BCR31 BCR32 BCR33




  InputForm

{{ABR11*BCR11 + ABR12*BCR21 + ABR13*BCR31, ABR11*BCR12 + ABR12*BCR22 + ABR13*BCR32, 
  ABR11*BCR13 + ABR12*BCR23 + ABR13*BCR33}, {ABR21*BCR11 + ABR22*BCR21 + ABR23*BCR31, 
  ABR21*BCR12 + ABR22*BCR22 + ABR23*BCR32, ABR21*BCR13 + ABR22*BCR23 + ABR23*BCR33}, 
 {ABR31*BCR11 + ABR32*BCR21 + ABR33*BCR31, ABR31*BCR12 + ABR32*BCR22 + ABR33*BCR32, 
  ABR31*BCR13 + ABR32*BCR23 + ABR33*BCR33}}

ü 2

A
BR  B

AR





ABR11 ABR12 ABR13
ABR21 ABR22 ABR23
ABR31 ABR32 ABR33




  InputForm

{{ABR11, ABR21, ABR31}, {ABR12, ABR22, ABR32}, {ABR13, ABR23, ABR33}}

ü 3

C
Aq  C

Bq B
Aq

 BC1 BC2 BC3 BC4 .






AB1 AB2 AB3 AB4
AB2 AB1 AB4 AB3
AB3 AB4 AB1 AB2
AB4 AB3 AB2 AB1






 InputForm

{{AB1*BC1 - AB2*BC2 - AB3*BC3 - AB4*BC4,
AB2*BC1 + AB1*BC2 + AB4*BC3 - AB3*BC4, 
AB3*BC1 - AB4*BC2 + AB1*BC3 + AB2*BC4,
AB4*BC1 + AB3*BC2 - AB2*BC3 + AB1*BC4}}

ü 4

B  B
Aq  A B

Aq

 ABq1 ABq2 ABq3 ABq4 .






0 Ax Ay Az
Ax 0 Az Ay
Ay Az 0 Ax
Az Ay Ax 0






.







ABq1 ABq2 ABq3 ABq4
ABq2 ABq1 ABq4 ABq3
ABq3 ABq4 ABq1 ABq2
ABq4 ABq3 ABq2 ABq1






 Expand  InputForm
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{{0,
ABq1^2*Ax + ABq2^2*Ax - ABq3^2*Ax - ABq4^2*Ax + 2*ABq2*ABq3*Ay - 2*ABq1*ABq4*Ay + 2*ABq1*ABq3*Az + 2*ABq2*ABq4*Az,
2*ABq2*ABq3*Ax + 2*ABq1*ABq4*Ax + ABq1^2*Ay - ABq2^2*Ay + ABq3^2*Ay - ABq4^2*Ay - 2*ABq1*ABq2*Az + 2*ABq3*ABq4*Az,
-2*ABq1*ABq3*Ax + 2*ABq2*ABq4*Ax + 2*ABq1*ABq2*Ay + 2*ABq3*ABq4*Ay + ABq1^2*Az - ABq2^2*Az - ABq3^2*Az + ABq4^2*Az}}

{{0,
px*q1^2 + px*q2^2 - 2*pz*q1*q3 + 2*py*q2*q3 - px*q3^2 + 2*py*q1*q4 + 2*pz*q2*q4 - px*q4^2,
py*q1^2 + 2*pz*q1*q2 - py*q2^2 + 2*px*q2*q3 + py*q3^2 - 2*px*q1*q4 + 2*pz*q3*q4 - py*q4^2,
pz*q1^2 - 2*py*q1*q2 - pz*q2^2 + 2*px*q1*q3 - pz*q3^2 + 2*px*q2*q4 + 2*py*q3*q4 + pz*q4^2
}}

ü 5





r11 r12 r13
r21 r22 r23
r31 r32 r33




.




x
y
z






x r11  y r12  z r13, x r21  y r22  z r23, x r31  y r32  z r33

 x y z .




r11 r12 r13
r21 r22 r23
r31 r32 r33






x r11  y r12  z r13, x r21  y r22  z r23, x r31  y r32  z r33

ü 6

B
AR  RzRyRx






Cos Sin 0
Sin Cos 0
0 0 1




.




Cos 0 Sin
0 1 0
Sin 0 Cos




.




1 0 0
0 Cos Sin
0 Sin Cos











CosCos Cos Sin Sin  SinCos CosSinCos  SinSin
SinCos SinSin Sin  CosCos SinSinCos  Cos Sin
Sin Cos Sin Cos Cos










r11 r12 r13
r21 r22 r23
r31 r32 r33






 the three RPY angles are    2,  2
  ArcTanr33, r32
  ArcTan

r322  r332 , r31  ArcSinr31
  ArcTanr11, r21
 or    2, 3  2
  ArcTanr33, r32
  ArcTan

r322  r332 , r31
  ArcTanr11, r21

ü r





CosCos Cos Sin Sin  SinCos CosSinCos  SinSin
SinCos SinSin Sin  CosCos SinSinCos  Cos Sin
Sin Cos Sin Cos Cos






  ArcTanr33, r32
  ArcSinr31
  ArcTanr11, r21

ü 7





Cos Sin 0
Sin Cos 0
0 0 1




.




Cos 0 Sin
0 1 0
Sin 0 Cos




.




1 0 0
0 Cos Sin
0 Sin Cos











CosCos Cos Sin Sin  SinCos CosSinCos  SinSin
SinCos SinSin Sin  CosCos SinSinCos  Cos Sin
Sin Cos Sin Cos Cos






  atan22 q1q2  q3q4, 2q2q4  q1q3;
  asin 1  2q1 q1  q4 q4;
  atan22 q1 q3  q2q4, 2q3q4  q1q2;






2q12  1  2q22 2q2q3  q1q4 2q2q4  q1q3

2q2q3  q1q4 2q12  1  2q32 2q3q4  q1q2
2q2q4  q1q3 2q3q4  q1q2 2q12  1  2q42







  ArcTanR13, R23
  ArcSin r33
  ArcTanR32, R31
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



Cos Sin 0
Sin Cos 0
0 0 1




.




Cos 0 Sin
0 1 0
Sin 0 Cos




.




1 0 0
0 Cos Sin
0 Sin Cos




  MatrixForm





Cos Cos Cos Sin Sin  Cos Sin Cos Cos Sin  Sin Sin
Cos Sin Cos Cos  Sin Sin Sin Cos Sin  Cos Sin Sin
Sin Cos Sin Cos Cos




  MatrixForm





Cos Sin  Cos Sin Sin Cos Cos  Sin Sin Sin Cos Sin
Cos Cos Sin  Sin Sin Cos Sin Sin  Cos Sin Cos Cos
Cos Cos Cos Sin Sin




  MatrixForm





Cos Sin  Cos Sin Sin Cos Cos Sin  Sin Sin Cos Cos
Cos Cos  Sin Sin Sin Cos Sin Sin  Cos Sin Cos Sin
Cos Sin Cos Cos Sin










Cos Sin 0
Sin Cos 0
0 0 1




.




Cos 0 Sin
0 1 0
Sin 0 Cos




.




1 0 0
0 Cos Sin
0 Sin Cos




  MatrixForm





Cos Cos Cos Sin Sin  Cos Sin Cos Cos Sin  Sin Sin
Cos Sin Cos Cos  Sin Sin Sin Cos Sin  Cos Sin Sin
Sin Cos Sin Cos Cos






NSolve3
4





180

x  10, x

x  661.595

3
4





180

5  N

0.075575

ü f

A  V
ER.A

VR.E

C  B
AR.C

BR.A
C  B

AR.C
BR.A

V  V
ER.E

A  A
ER.E

B  B
ER.E

B  B
AR.A

B  B
AR.A

ER.E

B  A
ER.B

AR.E

EV  V
ER.EU

EA  A
ER.EU  V

ER.A
VR.EU

EB  B
ER.EU  V

ER.B
VR.EU





Cos Cos Cos Sin Sin  Cos Sin Cos Cos Sin  Sin Sin
Cos Sin Cos Cos  Sin Sin Sin Cos Sin  Cos Sin Sin
Sin Cos Sin Cos Cos




.





Cos Cos Cos Sin Sin  Cos Sin Cos Cos Sin  Sin Sin
Cos Sin Cos Cos  Sin Sin Sin Cos Sin  Cos Sin Sin
Sin Cos Sin Cos Cos




  FullSimplify  MatrixForm





1 0 0
0 1 0
0 0 1










Cos Cos Cos Sin Sin  Cos Sin Cos Cos Sin  Sin Sin
Cos Sin Cos Cos  Sin Sin Sin Cos Sin  Cos Sin Sin
Sin Cos Sin Cos Cos




.





Cos Cos Cos Sin Sin  Cos Sin Cos Cos Sin  Sin Sin
Cos Sin Cos Cos  Sin Sin Sin Cos Sin  Cos Sin Sin
Sin Cos Sin Cos Cos




  FullSimplify  MatrixForm





1 0 0
0 1 0
0 0 1






151008_Orientation.nb 22


