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정수의 성질 및 연산

• -18  3 =

• 정수 a, b가

어떤 c에 대해 b = ac 이면

a 가 b를 나눈다라고 하고

a | b

로 표시한다.

• 3 | (-18)



정수의 성질 및 연산

• -19 = (-7) x 3 + 2

= (-6) x 3 – 1

= 6 x (-3) - 1

• 정수의 나눗셈 알고리즘:

a, b가 정수이면(b>1)

다음을 만족하는 정수 q, r이 존재한다.

a = qb + r , ( 0  r < b ).

이 q와 r은 유일하다.

• 이때 나머지 r을 a mod b로 표시한다.



정수의 성질 및 연산

• 최대 공약수(Greatest Common Divisor):

1) d는 0보다 큰 정수이다.

2) d는 정수 a와 b의 약수이다.( d|a, d|b )

3) d는 약수 중 가장 크다.

(만약 c|a 이고 c|b인 c가 있으면 c|d 이다.)

이 때 d를 a와 b의 최대공약수라 부르고,

gcd(a, b)로 표시한다.

• 12의 약수 = {                          }

18의 약수 = {                          }

gcd(12, 18) = 



정수의 성질 및 연산

• gcd(2, 1293451) = 

• 서로소(coprime or relatively prime):

두 정수 a, b의 최대공약수인 gcd(a, b) = 1 일 때

a, b를 서로소라 한다.

• 최소공배수(Least Common Multiple):

1) d는 a와 b의 배수이다. (a|d 이고 b|d)

2) d는 배수 중에서 가장 작다.

(a|c 이고 b|c 이면 d|c 이다.)



정수의 성질 및 연산

• 소수(Prime)

2 보다 큰 정수로 1과 자기 자신 이외의 약수를

갖지 않는 정수.

• 합성수(Composite)

소수가 아닌 정수

• 소수 p에 대해 p | ab => p | a 또는 p | b

• 합성수 n | ab => n | a 또는 n | b ?



정수의 성질 및 연산

• 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10

10과 서로소인 수는?

10과 서로소인 수의 개수는?

• 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11

11과 서로소인 수는?

11과 서로소인 수의 개수는?

• Euler phi 함수:

(n) : 1과 n 사이의 정수에서 n과 서로소인

정수의 개수



정수의 성질 및 연산

• Euler phi 함수의 성질:

1) p가 소수이면

(p) = p – 1.

2) gcd(m, n) = 1 이면

(mn) = (m) (n). 

예) (3) = 

(8) =

(24) = 



정수의 성질 및 연산

• Euler phi 함수의 성질

1               2                3         … p 

p+1            p+2            p+3     … 2p

… (pe-1-1)p 

(pe-1-1) +1   (pe-1-1) +2   (pe-1-1) +3 … pe-1p 

3) (pe) = (pe –1)– (pe-1 –1) = pe(1- 1/p)

4) (p1
e1 • p2

e2 • … • pn
en) =



정수의 성질 및 연산

• a = qb + r

a와 b를 나누는 정수는 r을 나누는가?

• gcd(a, b) = gcd(b, a mod b)

• Euclidean algorithm:

gcd(4864, 3458) = ?

4864 = 1 • 3458 + 1406

3458 = 2 • 1406 + 646
1406 = 2 • 646 + 114
646   = 5 • 114 + 76
114   = 1 • 76 + 38
76     = 2 • 38



정수의 성질 및 연산

• Euclidean algorithm의 복잡도:

O((lg n)2)

• 38 = (4864)(32) + (3458)(-45)

• Extended Euclidean algorithm:

정수 a와 b의 gcd인 d와

ax + by = d

를 만족하는 정수 x, y를 구하는 알고리즘.

 복잡도: O((lg n)2)



잉여류의 성질과 연산

• Congruence:

정수 a, b에 대해

n | (a – b) 이면 a가 n을 법(modulus)으로

b와 congruent 하다고 하며,    

a  b ( mod n ) 으로 표기한다.

• 7 | (11 – (-31) )

=> 11  -31 ( mod 7 ) 



잉여류의 성질과 연산

• 11을 7로 나눈 나머지는?

-31을 7로 나눈 나머지는?

• Congruence의 성질:

1) a  b ( mod n ) 

a와 b는 n으로 나눈 나머지가 같다.

2) a  b ( mod n ) => b  a ( mod n ) 

3) a  b ( mod n ) 이고 b  c ( mod n ) 

=> a  c ( mod n ) 



잉여류의 성질과 연산

• Congruence의 성질:

4) a  x ( mod n ) 이고 b  y ( mod n ) 

=> a + b  x + y ( mod n )

5) a  x ( mod n ) 이고 b  y ( mod n ) 

=> ab  xy ( mod n )

6) a  b ( mod n ) 

=> 임의의 k에 대해 ak  bk ( mod n )



잉여류의 성질과 연산

• a = qn + r ,  0  r < n

=> a  r ( mod n )

• 잉여류 집합 Zn

n을 법으로 나눈 나머지의 집합

Zn = { 0, 1, 2, …, n-1 }.

• Z15 = { 0, 1, 2, …, 15 }

11 + 13 =  ,   3 + 12 = 

3 • 12 =   ,  3 • 5 = 



잉여류의 성질과 연산

• Z15 에서 두 수를 곱해서 1인 수를 찾아라.   

0 1 2 3 4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14



잉여류의 성질과 연산

• Zn 에서 곱셈에 대한 역원(inverse):

a  Zn 에서

ax = 1

을 만족하는 x가 있으면

이것을 a의 곱셈에 대한 역원이라고 한다.

1) 곱셈에 대한 역원은 유일하다.

2) a를 invertible 하다 또는 unit 이라 부른다.

3) a의 곱셈에 대한 역원을

a-1

로 표시한다.



잉여류의 성질과 연산

• Z15 에서 invertible 한 원소는?

• Z15 에서 4-1은?

• Zn에서

a: invertible  gcd(a, n) = 1

• Z15 에서 4-1은 어떻게 구하나?



잉여류의 성질과 연산

• 중국인의 나머지 정리(Chinese remainder theorem):

1)  n1, n2, …, nk가 coprime 일 때

x  a1 ( mod n1 )

x  a2 ( mod n2 )

…

x  ak ( mod nk )

이 방정식은 n = n1n2…nk를 법으로

유일한 해를 갖는다.



잉여류의 성질과 연산

• 중국인의 나머지 정리(Chinese remainder theorem):

2) Gauss 알고리즘

x = a1N1M1 + a2N2M2 + … + akNkMk

n
Ni = --- ,  Mi  Ni

-1 (mod ni)
ni

=> O((lg n)2)



잉여류의 성질과 연산

• x  2 ( mod 3 )

x  3 ( mod 5 )

x  2 ( mod 7 )

:  n = 3  5  7 = 105

N1 = n/3 = 35, N2 = n/5 = 21, N3 = n/7 = 15

M1 = 35-1 (mod 3) = 2 

M2 = 21-1 (mod 5) = 1

M3 = 15-1 (mod 7) = 1

=> x = 2352 + 3211 + 2151  23 ( mod 105)



잉여류의 성질과 연산

• Zn의 곱셈군 :

Zn* = { a  Zn | gcd(a, n) = 1 }

• Z15* = {                        }

• p가 소수이면

Zp* = {                         }

• Order of Zn* :

Zn*의 원소의 개수

|Zn*| 로 표시



잉여류의 성질과 연산

• | Z15* | = 

• |Zn*| = (n)

• Z7*에서

21  (mod 7)    22  (mod 7)

23  (mod 7)    24  (mod 7)

25  (mod 7)    26  (mod 7)



잉여류의 성질과 연산

• Z7*에서

31  (mod 7)    32  (mod 7)

33  (mod 7)    34  (mod 7)

35  (mod 7)    36  (mod 7)

• Fermat의 정리:

p: 소수

gcd(a, p) = 1 => ap-1  1 ( mod p )



잉여류의 성질과 연산

• Euler의 정리:

a  Zn* => a(n)  1 ( mod n )

• a30 (mod 15) =

• r  s ( mod (n) ) => ar  as ( mod n )



잉여류의 성질과 연산

• 원소의 order:

a  Zn* 일 때

at  1 ( mod n )을 만족하는 최소의 양의 정수 t를

원소 a 의 order라 하며, ord(a)로 표시한다.

1) ord(a) = t 이고 as  1 ( mod n ) 

=>  t | s

2) ord(a) | (n) 

• 소수 p에 대해 a  Zp* 의 order는? 



잉여류의 성질과 연산

• Z15* = { 1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14 }

원소 1 2 4 7 8 11 13 14

order 1 4

22  4 ( mod 15 )           23  8 ( mod 15 )

24  1 ( mod 15 )           



잉여류의 성질과 연산

• Z9* = { 1, 2, 4, 5, 7, 8 }

원소 1 2 4 5 7 8

order 1 6 3

22  4 ( mod 9 )                23  8 ( mod 9 )

24  16  7 ( mod 9 )         25  14  5 ( mod 9 )

26  10  1 ( mod 9 ) 

42  16  7 ( mod 9 )         43  28  1 ( mod 9 ) 



잉여류의 성질과 연산

• 원시원(generator or primitive element):

  Zn* , ord() = (n) 일 때

를 원시원이라 한다.

• Cyclic:

Zn*이 원시원을 가질 때

Zn*를 cyclic이라 부른다.

• 원시원을 단 하나 밖에 없는가? 



잉여류의 성질과 연산

• 원시원의 성질:

1)  Zn*: cyclic 

소수 p에 대해 n = 2, 4, pk 또는 2pk

2)   Zn* : 원시원 => 

Zn* = { i mod n : 0  i < (n) }

3)   Zn* : 원시원

i mod n : 원시원  gcd( i, (n) ) = 1

 원시원의 개수는 ((n)) 



잉여류의 성질과 연산

• 원시원의 성질:

4)   Zn* : 원시원 

(n)을 나누는 모든 소수 p에 대해

 (n)/p  1 (mod n)

이 성립한다.



잉여류의 성질과 연산

• Zn이 덧셈:

a, b  Zn

a + b           if  a + b < n
=>1) a + b =

a + b - n     if  a + b  n

a - b           if  a > b 
2) a - b =

a + n - b     if  a < b



잉여류의 성질과 연산

• 5100 mod 17 = 



잉여류의 성질과 연산

• Zn의 멱승 알고리즘:

Input: a  Zn.  k = kt2
t + kt-12

t-1 + … + k02
0

Output: ak mod n

1. Set  b  1,  k = 0 => return(b)

2. Set A  a

3. k0 = 1 => set b  a

4. For i = 0 … t

4.1  Set A  A2 mod n

4.2  ki = 1 => b  Ab mod n

5. return(b)



잉여류의 성질과 연산

• Zn에서 역원:

a  Zn에 대한 a-1 ?

1) 확장된 유클리드 알고리즘 이용

gcd( a, n )를 구하기 위해 확장된 유클리드

알고리즘을 이용하여

ax + ny = d

만족하는 x, y, d를 구함.

만약 d가 1이면

ax  1 ( mod n )



잉여류의 성질과 연산

2) 오일러의 정리 이용

a(n)  1 ( mod n ) 이므로

a  a(n)-1  1 ( mod n )

* gcd( a, n ) = 1임을 알고 있어야 함.

(n) 값을 알아야 함.


